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§ 1.
len, dlie gich onder
wljze voordoen. Alth@ns, *
gevallen is het ook wel zo: als men
valt het naar beneden; als men in een W-vormige buils
en vervolgens 1in één van
splegel hoger dan de kwlks
zoutzuur en zilvernitraat bl jeenvoegt kriljgt
van zilverchloride, etc. In zulke eenvoudig
bovenstaande bewering wel handhaven. Bilj

gaat dit minder goed. BlJ] herhaling
vindt men vaak een andere uitkomst dan de eers®* naal en men Dbe-
helpt zlich dan vaak door het 1 bepallin-
gen als uitkomst te nemen. In een dergelljk geval 1s men ge-
wend van "'waarneming

beide benen nog wat water,komt de

piegel in het andere been; als men

gen echter

van een bepalling

gemiddelde van een .ant:

gedachten de ge-
vonden schommelingen niet te beschouwen als inhaerent aan het

verschijnsel of de

sfouten'" te spreken en 1in

crootheid, die men onderzocht, maar als eeéen
gevolg van een onvolmaakte meettechnliek. De
voorstelling

van d4deze

bt

grondslag
van zaken is gelegen in de causale denkwljze, dile
door de eerste zin van deze paragraaf gekarakterlseerd kan wor-
den,

Hoewel dit schema -een causaal verschijnsel en een met waar-
nemingsfouten behepte onderzoekingstechniek- vaak goede diensten
kan bewijzen, is het lang nilet altijd voldoende, om een bepaald
onderzoekingsgebled te beschrijven., De statistlek, waarvan men
zich ook binnen dit schema kan bedienen (er is een onderdeel
van de statistiek, dat de "theorie der waarnemingsfouten" wordt
genoemd), stelt zich dan ook in de regel op een rulmer stand-
punt, dat als grensgeval het causale standpunt bevat. Dit rulme-
re standpunt is gemakkelijker duidelljk te maken door voorbeel-
den op een minder exact gebled dan de natuur- of schelikunde en
wij zullen, om het ons voorlopig gemakkelijk te maken, in dit
eerste hoofdstuk enkele principes van de statistische denkwljze
bespreken aan de hand van voorbeelden op medisch gebled. Wij
komen later terug op het gebied der exacte natuurwetenschappen
en der techniek en zullen later zien, dat dezelfde statistische
beschouwingswijze ook daar van veel nut kan zijn en zelfs onont-
beerli jk moet worden genoemd., |




n aanverwar

§ 2.

'k moeililjk een overzicht over een be
te krijgen, omdat er zoveel verschillende, en vaak d
kende, factoren in het spel zijn, die invloed op het resultaat
ultoefenen. Indlien men, zoals blj de natuurwetenschappen vaak
het geval 1s, alle omstandigheden op één na

constant kan houden, of althans de wljzigingen kent en tot op
zekere hoogt:

eels onbe-~

geheel of nagenoeg

ceerst, kan men de invlioed van de bepalende
factoren afzonderlijk onderzoeken. Een dergelljke beheersing
van alle invloeden is bij experimenten, dle op levende wezens
betrekking hebben, in de regel niet mogelijk, zelfs in de meest
eenvoudige gevallen niet, Terwijl men bij natuurwetenschappe-
11jk geschoolden soms een zekere weerstand tegen de statistiek
aantreft op grond van het feit, dat men meent met een streng
causaal schema te kunnen volstaan, heeft men in medische krin-
gen vaak de neiging het gebrulk van wiskundige methoden in het
algemeen te weren, daar men geen vertrouwen heeft 1n de toe-
pasbaarheid daarvan, Juist op grond van de strikt logische op-
bouw, Hoe zou men, met behulp van die zo exacte wiskunde 1lets

kunnen berelilken op een gebied, waar steeds weer vaagheden en on-
zekerheden optreden en op zullen blijven treden! Het antwoord
luidt: door de onzekerheld in de wiskundige verwerkling toe te
laten in de vorm van het begrip ”waérschijnlijkheid" 1),1Men

kan een wiskundig apparaat opbouwen (de mathematische statistiek),
waa

mee. onzekere en aan fluctuaties onderhevige gegevens tot
nlet geheel zekere conclusies worden verwerkt. Dat kan men zon-
der wiskunde uiteraard ook wel. Maar de wiskundige behandeling
heeft het voordeel, dat de mate van zekerheld der conclusies
gespeclificeerd wordt. De onzekerheid ervan wordt nl. in een ge-
tal, dat de "onbetrouwbaarheid" van de gebruikte methode genoemd
wordt, uitgedrukt en dit getal heeft een scherp omschreven be-
tekenis: het is de kans, om een verkeerde concluslie te trekken
en geeft dus aan hoeveel foute conclusies bilj veelvuldige toe-
passing van deze methode ongeveer verwacht moeten worden. M
kan 1in vele gevallen met behulp van deze wiskundige methoden
conclusies bereiken, die men zo op het oog niet zou durven

trekken, of die diep in het waarnemingsmaterliaal verborgen liggen.

1)'Wij zullen in dit hoofdstuk nog geen definitie van het begrip

"waarschijnlijkheid" geven, maar aannemen, dat de lezer zich
wel ongeveer kan voorstellen, wat daarmee bedoeld wordt.
Verderop hopen wij exacter te werk te gaan




S 2,3

Anderzi jds wordt men vaak voor het trekken van overhaaste con-
clusies behoed. Men kan dc mathematische statistiek dan ook

zien als een apparaat ter verscherping van het gezonde verstand,
een apparaat in de hand van de onderzoeker, zoals het lancet

in de hand van de chirurg. Met behulp van dit apparaat Kan men
trachten de effecten van de omstandigheid, die men wenst te
onderzoeken, te scheilden van de gevolgen van bijkomstige om-
standigheden. Of, anders uitgedrukt: men kan de systematlsche
effecten te voorschijn halen ult de poel van "toevallige" effec-
ten, waarmee men op deze gebieden steeds te maken heeft.

§ 3. Een voorbeeld moge dit verduldelijken. Bij een onderzoek

van het histaminegehalte van het bloed bij normale kinderen en

kinderen met t.b.c., werden in twee kleine groepjes van 5 resp.
6 kinderen de volgende getallen gevonden:

Histaminegehalte wvan

1 11
norma le kinderen
kinderen met T.b.cC.

5,4 4,2
7,2 6,0
10,8 6,4
6,2 5,4
6,6 7,8

7,6

De eenheid, waarin deze gehalten ziJjn ultgedrukt, 1s voor beilde
groepen van gegevens dezelfde en 1s voor de statisticus nilet
interessant. Het gehele onderzoek was natuurlijk veel ulitge-
brelder, maar voor ons voorbeeld zullen wij alleen deze twee
groepjes waarnemingen beschouwen,

De vraag is nu, of het histaminegehalte bl] normale kinderen
systematisch verschilt van dat bij kinderen met t.b.c. Daarbil]
wordt ondersteld, dat de twee groepjes kinderen onder overigens

zoveel mogeliljk gelijkwaardige omstandigheden zijn onderzocht.

! t

Is er nl. naast het verschil "normaal-t.b.c.

nog een ander
systematisch verschil tussen de groepJjes, dan kan ook dat een
verschil tussen de histaminegehalten veroorzaken,

Statistisch gezien kan dan ook alleen de vraag worden onder-
zocht, of de beide groepjes getallen op een systematisch ver-
schil wijzen of nlet., Het aanwijzen van de oorzaak van een, cven-
tueel gevonden, systematisch verschil is niet meer de taak van

de statistlcus, maar van de medicus,



Indien de aantallen onderzochte kinderen in de belde groe-
pen (die we verder met I en II zullen aangeven) groot zijn

en indien b.v. alle waarnemingen in groep I kleiner zijn dan
alle waarnemingen in groep II, dan zal niemand eraan twijfelen,dat

er een syStematisch verschil bestaat tussen de twee groepen

van kinderen. Evenmin, indien de situatie Jjulst andersom 1s.

In een dergelijk extreem geval kan men de statilstlek gevoegell Jk
missen. Indien daarentegen de waarnemingen der belde groepen

zo door elkaar heen liggen, dat de groepen ongeveer samenvallen,
zal men het er in het algemeen over eens zijn, dat er geen aan-

wijzingen bestaan voor een systematisch verschil, Tussen deze

uitersten in liggen de twijfelgevallen (en deze zijn eer regel
dan uitzondering). Dan kan men de mathematische statistiek Te

hulp roepen, om tot een beslissing te komen,
De statisticus kan zich bij dit probleem van verschillende

technieken bedienen. Eén der eenvoudigste daarvan, die in al
dergelijke gevallen van toepassing is, zullen wi] kort beschrij-
ven., Men begint, met van ieder der waarnemingen van groep 1 te
tellen, hoeveel der waarnemingen van groep II groter zijn. Ge-
1ijken tellen daarbij voor 3. De eerste waarneming van groep 1
(5,4)*wordt in grootte overtroffen door 4 waarnemingen van

groep II en is gelijk aan é€én waarneming van groep II; dit telt
dus voor 43; de tweede (7,2) wordt overtroffen door 2 waarne-
mingen van groep II, de derde (10,8) door geen enkele (bijdrage

0), de vierde (6,2) door 3, en de vijfde (6,6) door 2. Alle

tezamen geven 2zl ]
4 +2404+3 +2=115.

Dit getal (de z.g. U van WILCOXON; zie [1] en [2] ©) ) is
een ﬁéat voor de onderlinge ligging van de groepen I en II. In-
dien de groep I geheel onder II 1ligt (d.w.z. indien de grootste
waarneming van groep I kleiner is dan de kleinste van IT), wordt
L maximaal; in ons voorbeeld zou 5x6=30 de maximale waarde zijn;
indien I geheel boven II ligt, wordt W minimaal en wel gell]Jk
aan O, De statisticus baseert nu zijn beoordeling van het ge-
vonden resultaat op de waarschijnlijkheidsverdeling, die W zou
bezitten, indien er geen systimatlsch verschll tussen de his-

taminegehalten van kinderen met en zonder t.b.c. zou bestaan,

2) Cijfers tussen vierkante haken verwilijzen naar de lltteratuur-
1lijst aan het eind van dit hoofdstuk.



§ 3

d.w,z. iIndien de verschillen tussen de groepen louter door toe-
vallige omstandigheden ontstaan. Die onderstelling stelt hem nl.
in staat uit te rekenen, hoe groot de kans is, dat W de waarden
0, 1, 2, etc. zal aannemen. Daarbij blijkt dan (zie fig. 1),

dat dehoge en lage waarden van W kleine waarschijnlijkheden be-
zitten en de middenwaarden (bij ons voorbeeld de waarden in de
buurt van £x30=15) grotere., De middelste waarde heeft de grootste
waarschijnlijkheid en deze neemt naar beide zijden monotoon af.

0,04

0,03

0,01

AL . SRR
a, see Speaiaeptniengie GllRERRIY . -ty Ry sty S o Sy Y-S R ———,

S TN N S O

012345678#9‘ O 11 1 13 1 1316'-7 1Qi9“§b2.im"232ﬂ262$‘9:7:192?30

Fig. 1. De waarschijnlijkheidsverdeling van W voor twee
niet systematisch verschillende groepen van 5
resp. 6 waarnemingen. De verticale lijntjes stel-
len de kans voor, dat W de op de abscis aangege-

ven waarde aanneemt. Zie ook de opmerking aan het
elnd van dilt hocfdstuk.

Men berekent nu de som der waarschijnlijkheden van alle waarden
van W, die even ver of nog verder van de middelste waarde verwi]-
derd zijn dan de bij het experiment gevonden waarde, die in ons
voorbeeld 113 bedroeg. Deze som van waarschijnlijkheden stelt

de kans voor, om, als er geen systomatisch verschil is tussen

de beide onderzochte groepen, bij toeval een dergelijk resul-
taat te vinden als blj de werkelijk verrichte metingen, of een
nog minder waarschijnlijk resultaat. De grootte van deze kans,
dle de overschriljdingskans vordt genoemd, geldt dan als een
maat voor de aannemeliljkheild van de onderstelling, dat er geen
systematisch verschil is tussen beide groepen. Is de overschrij-
dingskans klein, dus bevindt men zich in één der "staarten" van



de verdeling dan verwerpt men de
en beslult tot het bestaan van een systema

woonlijk stelt men een bepaalde grens vast. Indien de over-
schrijdingskans daaronder ligt, besluilt men tot het
een systematisch verschil en andersgs niet,
onbetrouwbaarheldsdrempel ge ner
traditionele gronden de waarde 1/20. Dit - d
een kans van 1/20 loopt om, indien er tisch ver
schil bestaat, toch daartoe te besluiten. Of ook: ongeveer
op de twintig
or ge

" 1 . o
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geen systems

keer, dat men een derg

n systematlsch verschil 1is,
dit er wel is., Vindt men één op de twintlg keer te veel,
kan men zich van een kleinere drempel, b.v.
dienen. Hoe kleiner men echter deze breuk kilest, hoe
wel bestaand systematisch verschil moet zijn,
kans hebben, om het te ontdekken.

Berekenen wij in cns voorkeeld de overschrijdingskans, dan
blijkt deze 0,6 te zijn. Deze waarncmingen geven dus geen aan-
leiding, om te vermocden dat er een systematisch verschil in
het histamincgehalte bestaat tussen gezonde kinderen en kilnderen
met t.b.c. Er zij met nadruk op elijke nec-
gatieve conclusie essentieel negatief is; d.w,z. dat men daar-
uit niet de conclusie moet trekken, dat er nu ook werkelljk
ceen ontdekt.

‘ﬁ |

i

ewezen, dat een derg

geen systematisch verschil is., Er 18 er alleen
Misschien is er wel een, maar is het te klein, om met zo welinig
waarnemingen al ontdekt te worden. Met deze mogeli jkheld moet

men rekening houden. Zou de uitslag anders zijn geweest, dus
Zzou er wel een systematisch verscrhil zijn ontdekt, dan behoeft

men een dergelijk vaag vcorb_houd niet te maken. Het gehele

voorbehoud ligt dan opgesloten in het opgeven van de gebruikte
onbetrouwbaarheicdocdrempel.

vermeld, dat bl] twee groepen van

5 en & waarnemingen, zoals in ons voorbeeld, de kans op geheel
gescheiden liggen van de groepen (dus UW=o0 of W=30) slechts 0,004
bedraagt, terwijl de kans op €én der waarden 0, 1, 2, 3, 27, 20
29 of 30 voor W gelijk is aan 0,03. Neemt men er de waarden 4
en 26 nog bij, dan stiigt deze kans tot 0,052. Dit geldt in de
onderstelling, dat er geen systematisch verschil tussen de

Ter oriéntering zij nog

groepen is, de onderstelling die men wenst te "toetsen" en even-

tueel te verwerpen.

*worden, indien het verschil tuseen de onderzochte groepen vol-

doende groot is.



woonlijk stelt ﬁ
schriljdingskans daaronder ligt,
een systematis
onbetrouwbaarhelidsdrempe
traditionele
een kans van 1/20 loopt om, indi
schil bestaat, toch daartoe te brslulten,
op de twintig ke
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geen systematisch ver-
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Of ook: ongeveer één

geen systematisch ver:

chil 1s,

dit er wel is. Vindt men één op de twintig 3
kan men zich van een kleinere drempel, b.v. 1/100 of 1/1000 be-
dlenc
weél bestaand systematisch verschil moet zijn, wil men eern

n. Hoe kleiner men echter deze breuk kiest, hoe groter een
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kans hebben, om het te ontdekken.

Berekenen wij in cns voorheeld de overschrijdingskans, dan
blijkt deze 0,6 te zijn. Deze wa
leiding, om te vermo>:-den dat er een systematisch verschil i1n
cezonde kinderen en kinderen
elljke nce-
gatleve conclusie EEEEEEEEE&.H@%@ti@f igs; d.w.z. dat men daar-
uit niet de conclusie moet trekken, dat er nu ook werkelljk
geen ontdekr.

arncmingen geven dus geen aan-

het histamincgehalte bestaat tTussen

met t.b.c. Er zij met nadruk op gewezen, dat een derg

geen systematisch verschil is. Er is er alleen
Misschien is er wél een, maar is net te klein, om met zo welnig
eliljkheld moet
geweest, dus

waarnemingen al ontdekt te worden. Met deze mog
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men rekening houden. Zou de uitslag anders zli]jn
zou er wel een systematisch verschil zijn ontdekt, dan behoelt
men een dergelijk vaag voorbchoud niet te maken. Het gehele

voorbehoud ligt dan opgeslcten in het opgeven van de gebrulkte

onbetrouwbaarheidrdrempol,

Ter ori&ntering zij nog vermeld, dat bl] twee groepen van
5 en 6 waarnemingen, zoals in ons voorbeeld, de kans op geheel
croepen [dus W=0 of W=30) slechts 0,004

gescheiden liggen van de
bedraagt, terwijl de kans on één der waarden 0, 1, 2, 3, 27, 20
2g of 30 voor W gelijk is aan 0,03. Neemt men er de waarden s
bij, dan stijgt deze kans tot 0,052. Dit geldt in de
ceen systematisch verschil tussen de

die men wenst te "toetsen' en even-
tueel te verwerpen. Men ziet dus, dat zelfs bl] dergelljke ge-
ringe aantallen reeds een duidelljk resultaat verkregen kan
worden, indien het verscihll tussen dae onderzochte groepen vol-

en 26 nog

onderstelling, dat er

groepen 1ls, de onderstelling

doende groot 1is.




Deze
mathematische statlistilek,
Zoals reed
om de mog

schil tussen twee groepen waarnemingen (of in het algemeen een
systematisch effect) verocorzaken, dat dan ten onrechte aan een
bekende omstandigheid of oorzaak wordt

indien de boven beschreven waarnemingen van

geweten, 20 zou b.v.,
groep I in een
andere tijd van het jaar zijn verricht dan dle van groep 11,
een selzoeneffect tot een systematisch verschlil kunnen lelden,
dat men dan ten onrechte aan de tT.
wijten. Omg
staand effect, dat blj een betere proefopstelling
zou zljn, nu niet aan het licht komt. Beide
van denkbeeldig. Want behalve de zich veelvuldilg
vele andere mogell jke oorzaken voor

b.c. van groep 11 zou kunnen
ogelijk dat een be-
wel ontdekt

gevaren zljn verrc

ekeerd is het om dezelfde reden m

voordoende sel-

zoeneffecten zijn er nog

schijneffecten, zoals verschil van sociaal milieu of voeding
der belde
of ook: een verloop in de meettechniek tijdens het onderzoek.

groepen kinderen, verschil in lichaamsbewegling, enz.,

Een typisch voorbeeld treft men ook aan op een geheel ander
tegen infectiezlekten.

gebied, dat der prophylactische inenting
Inenting kan gewoonlijk slechts op basis van vrijwilligheld
geschieden en men gaat er dan ook vaak toe over, bilj het Dbeproe-

ven van een prophylacticun,dat door inenting wordt toegediend,

van een bepaalde groep mensen allen, die zich vrijwillig daar-
toe aanmelden, in te enten. Een dergelijke proef kan echter op
zichzelf niet tot een conclusie omtrent de al of nilet werkzaam-
heid van het prophylacticum leilden. Want als men achteraf de
veelvuldigheid van het optreden van de zlekte, waar het om
beschouwt in de groep der vrijwlllig Iinge&nten en deze verg
11jkt met di< bl
dan zlJjn er twee mog
schil: in de eerste plaats kan het prophylactlcum

misschien ook ong g) hebben gewerkt en in de tweede plaats
kan de selectie, die in de vrijwilligheld der aanmelding

de inenting schuilt, eveneens in belde richtingen een systema-

de overige mensen van de onderzochte

elljke oorzaken voor een systematlsch ver-




melden en de
sen de beide

groepen ontstaan,
daar ook maar i1ets mee te maken heeft.
mogell jke oorzs

deze wljze

ken niet

elkaar schelden, zodat er
geen conclusie te bereilken valt.,

ter vem

lergelljke foute conclusies bestaat in principe daarin,
de bljkomstige omstandigheden, ock de onbekende, door een
van lotingen tot " toevallige omstandigheden " maakt. Z1iJ] kun-
nen dan nog slechts bij toeval een schijnresultaat veroorzaken
en niet meer systematisch. De kans, dat z1J per toeval tot ecn
foute conclusie aanleiding

zullen geven, 1s dan echter bekend:
deze is nl., verwerkt in de onbetrouwbaarheidsdrempel van de toc-
gepaste statistische methode. Het gevaar voor het systematischc
optreden van schijneffecten is nu verdwenen.

WiJj kunnen dit toelichten aan het voorbeeld der inenting
De moellijkheld zou bij dat probleem geheel verdwlijnen, indien
men de groep van vrijwilligers (dus de groep personen die in-
ge&nt zijn) door loting uit de gehele groep van personen zou
kunnen afzonderen. De selectie op grond van vrijwilligheid zou
men dan vervangen door een ''aselecte' keuze 3), die niet door
enige systematische factor bepaald wordt. Het is echter duide-
1ijk, dat men niet door loting kan bepalen, of iemand vrijwil-
liger 1s of niet. Men kan echter wel de groep der vrijwilligers bij
de aanmelding door loting 1in twee groepen verdelen en de enc
daarvan met het prophylacticum inenten, terwijl de andere (zon-
der het te weten) slechts het zeker niet werkzame oplosmiddel
ingespoten krijet. Op die w&jze verkrijgt men twee groepen, dic

Bovendien kan de tweede groep (di@ dus een schijnlnenting heceft
gehad) nog met de groep der nhiet-vrijwilligers vergeleken wor-
den, om het effect van de selectie door vrijwilligheid en de

eventuele suggestieve werking van het geven van een schijninen-

ting te beoordelen. Tegen deze proefopzet bestaan wellicht be-

3) De term "aselect"

De term "aselect" (Engele+ random) is ingevoerd door
Prof'. Dr D.VAN DANTZIG, De natuur als tegenspeler, Statistica

5 (1952), pp. 149-160.




§ 5,6,7

zwaren van ethische aard. De medische ethiek is een terrein,
waar de statisticus zich niet mee behoort te bemoeien. Dit ont-
neemt hem echter niet het recht de medicus erop te wijzen, dat
slechts een proefopzet in de trant van de bovenstaande, waarbij
het selectieproces door het één of andere aselecteringsprocédé
geneutraliseerd wordt, de mogelijkheid biedt i1ets te weten te
komen over de werking van het gébruikte prophylacticum.

§ 6. Een ander voorbeeld van het nut van een aselecteringspro-
cedure 1s het vermijden van foute conclusies, die tengevolge van
een verloop in de waarnemingstechniek optreden. Dit verschijnsel
1s minder zeldzaam, dan men wellicht zou denken. Bij de meeste
reeksen van gelljksoortige bepalingen, b.v. ook bij histamine-
bepalingen, treden in één of meer der phasen van de bepalling
veranderingen op, al of niet van systematische aard, die maken,
dat de bepalingen, dle op verschillende dagen of zelfs op ver-
schillende tijden van één dag verricht zijn, niet zonder meer

als gelijkwaardig kunnen worden beschouwd. De schil jnresultaten,
die daardoor kunnen ontstaan, kan men vermijden door het tref-
ffen van twee maatregelen. De eerste daarvan is, dat men de proef,
die men wenst te verrichten, in een aantal kleine gell jksoortige
proeven splitst en ieder daarvan op één dag uitvoert en de tweede
18, dat men de volgorde der bepalingen op ieder van de proefdagen
opnleuw door loting vaststelt. De meetresultaten van iedere dag
apart zijn dan, wat de bijkomstige omstandigheden betreft, ase-
lect gemaakt en dus voor een statistische analyse geschikt. De
resultaten van deze analyses voor de verschillende proefdagen
kunnen tot een geheel worden gecombineerd, waarblj dan ook de
'"dag-verschillen" zijn uiltgeschakeld.

S 7. De techniek der aselecte keuze, die ultgevoerd kan worden
met behulp van tabellen van aselecte getallenrijen 4), maakt het
dus mogelijk schijnresultaten te vermijden. Men kan echter op
deze wijze niet verhinderen, dat nevenomstandigheden, die een
grote 1nvloced op het meetresultaat uiltoefenen, een eventueel

wel bestaand systematisch verschil, dat men Jjuist wenst op te
sporen, "onzichtbaar" maken. Indien het efffect, waarnaar men
zoekt, slechts gering is in vergelijking met de werking van niet
relevante invloeden, dan is de kans groot, dat dit effect door
die invloeden verdoezeld zal worden. Dit kan slechts voorkomen

[r=—==——mmmmm—m e

) Deze techniek heet in het Engels "randomization", de aselecte
getallenrijen worden "random numbers'" genoemd [3].



S

worden door het aantal waarnemingen te vergroten of door, op de
boven voor de "dag-verschillen' beschreven methode, de niet
Dit laat-

relevante invloeden zoveel mogelijk uit te schakelen.
ste heeft het voordeel, dat men het aanctal waarnemingen niet

zo groot behoeft te nemen., HetT 1s van belang deze kwestles bl

ieder onderzoek van tevoren grondig te overwegen en cr blj de
vroefopzet rekening mee te houden. Daarbil] behoort men tevens

van tevoren zijn gedachten te laten gaan OVer de wiljze, waarop
men zlch voorstelt de verkregen resultaten te analyseren.

Litteratuur.,

(11 F.Wilcoxon, Individual comparisons by rankilng methods,
Biometrics 1 (1945), pp. 80-82.

PR

[2] H.R.van der Vaart,Gebrulksaanwljzing voor de toets van
Wilcoxon, Rapport S 32 (M 4) van het
Mathematisch Centrum, Amsterdam 1950.

[3] M.G.Kendall and
B.Babington Smith,Tables of random sampling numbers,

Cambridge Un, Press 1939.

Opmerking. In figuur 1 en die delen van de tekst, die op
deze figuur betrekking hebben, is geen rekening cehouden met
de mogelijkheid van het optreden van celijke waarnemingen, 1ln-
dien dit verschijnsel zich wel voordoet, zoals D1ij ons nume-
rieke voorbeeld, verandert de waarschijnlijkheidsverdeling

enlgszins.
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§1

1. De experimentele wev der grote getallen,

Statistiek 1s toegepaste waarschijnlijkheidsrekening q) en

wilij zullen daar dus ook lets over moeten vertellen. De whr 18
een onderdeel der zulvere wiskunde éen berust op een aantal
axioma's, die betrekking hebben oD het begrip waarschijnlijk-

held 1). Dit begrip wordt niet nader gedefinieerd; de elgen-

schappen van whn worden door axioma's vastegelegd en met behulp

daarvan kunnen wij ult gegeven whn andere aflelden.

Om het contact met de experimentele werkelil jkheld, waarop
kan men zich

men de whr wil gaan toepassen, niet te verliezen,
1) in een

een wh ongeveer voorstellen als een frequentiequotiént

zeer lange reeks experimenten 2) De toepassing van de whr Op
experimenten berust nl. op het volgende merkwaardige verschljn-

sel, dat de exgerimentele wet der grote getallen wordt genoemd.

Als men een experiment E, dat verschillende uitkomsten kan
jze herhaalt en het

hebben, een aantal (n) malen OpP dezelfde wi
santal malen (x), dat een bepaald resultaat S optreedt, deelt door

n , dan verkrijgt men een tussen O en 7 celegen getal
‘CC?,(S) C-a"'?-"f x/ﬂ 3

dat men het fregquentiequotiént van S nocemt. Verricht men nu een
jkt, dat de

ringer worden.
Toepassing van de whr Op €€n bepaald probleem veronderstelt

in feite, dat dit verschijnsel zich ook bij dat probleem zou
voordoen als men steeds langere reeksen experimenten verrichtte.
Als voorbeeld van cen dergeliljke reeks van experimenten zul-
len wij, wegenc de eenvoud en de practlsche uitvoerbaarheid,
worpen met een doblbelsteen btschouwen. Deze dobbelsteen behoefT

niet "zuiver" te zijn.

”“"““Wﬂ““_“"wﬁ.mw?“m-““

1) Wij gebruiken de volgende afkortingen:

wh (meervoud whn)= waarcchijnlijkheld,
whr= waarschijnl@jkheidsrekening,
fq (meervcud fgn)= frequentleguotient.

2) Wij gebruiken het woord "experiment'" ook in de zin van:
et verrichten van een waarneming' .



2. De keuze der axioma's en de interpretatie van whn.

Zoals boven reeds gezegd 1s kunnen wij ons een wh vagellJk
voorstellen als een fg in een lange reeks experimenten, Een wh

18, scherper gezegd, niet anders dan het mathematische analogon
van een dergelijk fq en de whr is, o.a., een mathematisch model

voor zulke reeksen experimenten, Daarom worden de axloma's der

whr analoog aan enkele der eenvoudigste eigenschappen van fagn
genomen, Ultgaande van bepaalde, gegeven of gegeven onderstelde,
whn kunnen dan met behulp van de axioma's andere whn worden be-
rekend en stellingen worden afgeleid en wij hepen dan, dat ook
andere eigenschappen van fgn een analogon in whr zullen blilJjken
te bezitten, zodat wij whn met vrucht zullen kunnen interpreteren
als fgn in lange reeksen experimenten. Want daarop zullen wil]

dan experimenteel controleerbtare voorspellingen van practische
aard kunnen baseren en daar is het om te doen, Inderdaad zal blij-
ken, dat dit mogelijk is. Het voordeel van deze opzet is, dat

het axiomatische systeem zeer eenvoudig van structuur wordt en
dus goed handelbaar is,.

3. Eigenschappen van fqgn.

De eenvoudige elgenschappen van fgn, die wij als axioma's
voor whn zullen invoeren, zullen wlj niet streng afleiden, maar
slechts 1llustreren aan het voorbeeld van een reeks worpen metv
een dobbelsteen. Iedere worp geeft als uitkomst e€én der getallen
1, 2, 3, 4, 5 of 6. De gehele reeks, R, ziet er dus b.v. alis volgt
ult:
(1) R: 2,5.3,6,2, . . . .4,1,6,3. (n worpen).

Het fgq van de uitkomst "2" b,v., is gedefinieerd als het quo-
tieént van het aantal tweeén In R en n en is dus een getal tussen
O en 1. Dit geldt uiterazard algemeen en voor een willekeurige
ulitkomst A bli]j een willekeurige reeks wvan experimenten geldt dus

(2) os fq(A)=1.
Verder 1is in R b.v. {fc@)=0,; d.w.z,

(3) fq(A)=0 als A onmogelijk is.

/7

Beschouw nu bij R de uitkomst As"één der getallen 1, 2, 3, 4, 5
of 6 wordt verkregen'. Deze ultkomst is zeker en bezit fq=1. Dus

(%) fg (A)=1 als A zeker optreedt.

Tenslotte vatten wij nog de volgende twee uitkomsten in het
00g ¢

A="er komt een even getal uit"
B=""er komt een getal < 5 uit".

Dan geldt in R, zoals gemakkelijk na te gaan is



(5) {:q(A of B) = fa(A) + fg(B) - fq(A enB) ,

waarin "Aof B " betekent, dat minstens één van de:
beurtenissen 3) A of B optreedt.

Al deze eligenschappen gelden voor ledere reeks R.

4. De axioma's der whr.

De wh van een uitkomst A van een experiment E geven wlj aar
met P[A] ( P ="probability"). De axioma's zijn nu
aan (2),...,(5). Z1j luiden:

geheel analoog

AX. 1: o= P[Als1 voor iedere A bilJ ledere E.
Ax, 2: PA]l=0 als A blJ E onmogelljk 1s.,
Ax, 3: P[Al=1 als A blJ E zeker 18,

Ax. 4: P[A0OfB] = PlA] + P[B] - P[AenB].

0
niet tegelijk kunnen optreden, 1s de laatste term in Ax. 4 ge
11iik aan O (nl. volgens Ax.2). Ax. 4 gaat dan over in

Erﬁérkingen. Als de uitkomsten A en B elkaar uitsluiten, d.w.z.

(6) P[AoOfB] = P[A]+P[B] als A en B elkaar blj exp.E ult-
slulten.

bovendlien

Deze elgenschap geldt ook analoog bij fgn en laat zich
gemakxelijk tot meer dan twee uitkomsten generaliseren. Echter
niet tot oneindig veel en dan ontbreekt ook het analogon bij fagn,
daar bij een werkeliljk ultgevoerde reeks experimenten (die altiljd
eindig is) niet oneindig veel uitkomsten op kunnen treden., Deze
leemte wordt opgevuld door een vijfde axioma, dat wlj bulten be-
schouwing zullen laten. W1] -ullen vooral van (6) en van de ge-
neralisatie daarvan voor meer dan 2 gebeurtenlissen vaak gebrulk

maken.
5. Stochastische onafhankeli jkheld.

Behalve gewone fgn en whn voereln wij nu nog voorwaardell jke
in. Wij beschouwen daartoe opnieuw R en twee gebeurtenlssen:
"er komt een even getal uit”

A=
8="er komt een getal <) uit".

Wij defini&ren nu het voorwaardelijke fq van A onder de

voorwaarde B door

ﬂ“ﬂmﬂ“wﬂwwmmmmwmmuﬁmw-

3) De woorden "gebeurtenis',
worden door elkaar 1in ong




Anders gezegd: in plaats van R beschouwen wiJj de deelreeks
R'van R, bestaande uit alle uitkomsten < 5; het gewone fq van A
op deze deelreeks is het voorwaardelijke fg op R zelf van A, onder

voerwaarde B.
Verder noemen wij de uitkomsten A en B onafhankellJk op R,

indlien op R geldt
(8) fg (AlB)=fgq(A).

Voor de speciale gebeurtenlissen A en B, die wij boven ge-
noemd hebben, geldt

-Fq(A en 8) = ‘FQ(QO‘FQ) = 'FQCQ) + 'FQ,(L') 5

'FQ(B) = ‘FQ('I:,Z)BO'FQ): ‘Fq,('l)"l"{:Q(Q)""FQ(a)"“'FQ(L')

el
fq(A) = fq(2) + fg () + £4(6).

Indien dus b.v. in R alle getallen 1,2,...,6 even vaak voorkomen,
z1jn linker- en rechterlid van (8) beide gelijk aan 3, zodat A
en B dan onafhankelijk zijn op R, daar dan alle fgn= ¢ zijn
(deze voorwaarde is echter geen noodzakelijke voorwaarde).

Voor whn voeren wij nu analoge definities in. De voorwaarde-
lijke wh van A onder de voorwaarde B definiren wlj als

(9) P[A|B] = _PlAenB]
P81

en wlj noemen A en B stochastisch onafhankelljk bilj experiment E,
als

(10) P[A|B])= P[A]

is,

Een voorbeeld van twee stochastisch onafhankell jke gebeurte-
nissen vormen weer de genoemde uitkomstern A en B, als de kans u)
op leder der 6 mogelijke uitkomsten gelijk is (volgens de axioma's
en (6) 18 leder van deze kansen dan gelljk aan %) 5).

Voor twee stochastisch onafhankelijke gebeurtenissen A en B

geldt volgens (9) en (10):
(11) P[Aen B]= P[AIP[B],

hetgeen, evenals (6), tot meer dan twee gebeurtenissen kan worden
ultgebreld., De analoge eigenschap geldt voor fgn als A en B op R
onafhankelljk zijn.

l’L) Kans is synoniem met wh.

5) Wij noemen de dobbelateer, dan "zuiver", In dit stadium is
"zulver" dus een wiskundig begrip, waarvan de practische bete-
kenlis later zal blijken te zlijn, dat in een lange'reeks*worpen
alle fgn ongeveer gelijk aan %_vorden




Opmerking. Ook (11) zullen wij herhas ldellijk g

zen er echter met nadruk Op, dat dit geen axioma 18 en ook :
een elgenschap, die uit de axioms 's volgt; (41) vol

(O) en (1 O) a1 geldt alleen veor: uitkomsten s waarvan de stochastische

Lot nu toe hebben wij geen ondersteiling gemaakt over de on-
derlinge onafhankelijkheid van de reeks experimenten R. Alles
wat 1n de vorige paragrafen is gezegd, geldt nafhnkeMjk van de
volgonde der uitkomsten in R en blijft geldig, als wij reekse
van het type ' ‘

’l_,.’l,,’lé,:’l_,.ﬂ,‘..“r
of

1!2’3?41536)1.}23 K IR

of lets dergelijks beschouwen, waarbij iedere term op de één
andere wijze ult de vorige volgt. Deze geva llen interesseren ons
echter zeer weinig en wl] zullen speclaal reeksen van experimen-
ten beschouwen, waarbl] een dergelijke regelmaat niet optreedt.
WlJ beperken ons nl, tot reeksen experimenten, waarbij de uit-
komst van leder experiment niet van de reeds verkregen ultkomsten
afhangt., Geven wij het nummer van het experiment aan door een
index biJ de uiltkomst, zodat b,v. A, betekent: ultkomst A bij de
eerste worp, dan houdt deze eis dus, in whwtheoretische termino-
logie, in, dat - ‘

PLA;1= P[A,|A ] = P[A,1B,]= P[A,|C4] =

P[ By]= P[By|A;enB,1= P[B,|A,enA ]=. - .

enz., zodat wij steeds (11) mogen toepassen, Zo wordt dan b.v.
de wh, om blj het eerste experiment A en bijhet tweede B te ver-
krijgen:

P[A;en B,]= P[A,].P[B,].

Is het experiment bovendien ledere keer gelljk, dan
1n het mathematische model uitgedrukt door de relatles

en dan kunnen wij dus kortweg schrijven

(411




met weglating van de indices in het tweede 1id, daar deze er toch
niet toe doen, In het eerste 1id kunnen wijJ ze nlet missen, daar
A enB b,v, ultkomsten kunnen zijn, die bi] één experiment niet
tegelijk op kunnen treden, maar wel bij opéenvolgende experimen-
ten.

Deze stochastische onafhankelijkheid van de ultkomsten van
de verschillende expefimenten' van een reeks 1is een wiskundige
elgenschap, opgelegd aan de whn in het mathematische model en
wlj moeten ons dus nog trachten te realiseren, wanneer wij deze
eilgenschap redelijkerwijze vervuld kunnen achten,

Het analogon in termen van fqn verkrijgen wlj, als wij een
reeks R van experimenten veranderen in een reeks R* van paren
exXperimenten, b.v. het eerste en tweede experiment van R, het
derde en vierde, enz. Geven wij nu aan de eerste ultkomst van
leder paar de index 1 en aan de tweede de index 2, dan kunnen wi]
op de zo verkregen reeks R* van paren van experimenten fgn van de

vorm

oo

fq (A)), fq(A51B,), fQ(C,lA,), ete.

invoeren en de onafhankelijkheid van de eerste en tweede ultkom-
sten van de paren wordt dan gegeven door

£(A) = $(A4A7) = #g (Al Ba) = Fq(Ag]Ca) = - - -

enz, Hetzelfde kunnen wij doen voor drietallen, enz. en indien
wij nu verwachten, of door experimentele verificatie weten, dat
1n reeksen van experimenten aan deze voorwaarden steeds beter
voldaan wordt naarmate deze reeksen langer
kKunnen wij de stochastische onafhankeli jkheld der verschillende
experimenten binnen het model zonder bezwaar postuleren,
Beschouwen wij b.v. een reeks worpen met een dobbelsteen,
op de gebruikelijke wijze ultgevoerd dan kunnen wij] ons ter-
nauwernood voorstellen, dat de resultaten van vVroegere worpen de
ultkomst van een nieuwe worp zullen beInvlceden (dit heeft met
zuiverheid van de dobbelsteen mew te maken). Dit betekent cch-
ter o.a. Julst, dat wij in een lang eeks van worpen-paren on-
geveer hetzelfde fgq van »n » 1de ultkomst A blj de tweede
worpen van leder paar ' ls bilj de tweede worpen van die
1 bepaalde uitkomst B hebben

cperimenteel verl-

renomen worden, dal

Ji

e
A
[ -
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N,

. Mathematisch model van een reeks ona
ten,

b T e

Samenvattend kunnen wij dus zeggen,dat wilj als
model voor een reeks gelljksoortige experimenten E,, E,, etc,
(zoals worpen met een dobbelsteen), die
Op elkaars uitkomsten, en die ieder de
Kunnen hebben, nemen: de wh van ieder
18 bilj leder experiment dezelfde e
Cisch onafhankelijk, ter 1j1 de ax

Z0als reeds eerder gezegd
allerlel nieuwe whn berekenen en stel
Ctrachten te verifi&ren, of wh
craan gegeven elgenschappen s OO0
vertonen met fgn in lange reek

invloed ultoefenen

o

De binomiale verde

Hulpstelling: Het aa

(12)

ewljs. Wlj leggen de
h als de ene groep.
permutaties va

eneeng de

(k-h)! wvan de overige -
anderen, moet
worden, om he e

H.u.v. (12).

Opmerking: 1is h=zl s, Indien ver-

leu

e verde-

wisseling va
eede

groep onde

/1j be e experlimenten, zo-
als in § 7
in het oo0g

4
" n .,
succes’ en

je leve
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§ 8

Stelling 1, BiJ een reeks van n 0Ona fhankelil jke experimenten,
die ieder een wh p op succes hebben, bezit het aantal successen

X een wh-verdellng van de vorm

( 13 ) Plx=xl= (2) pan"x (q=1-P)-

Opmerkingen: formule (13) geldt voor ledere gehele waarde van
x, iIndien wil] (Q):c ~tellen voor x<o en x>n, De door (13) aange-
geven wh-verdeling wordt de binomiale verdeling of de verdeling

van Bernoulll genoemd,

BewlJs van de stelling.

De kans, dat er een bepaalde reeks ultkomsten van de vorm
$SSS. . .S verkregen wordt, waaronder x Successen, is gelijk aan
pagp. . .p=p<q"*. Dit volgt direct ult de vermenigvuldigingsregel

(11') voor onafhankelijke gebeurtenilssen. Er zijn, volgens de
hulpstelling van § 3, (2) verschillende dergelijke reeksen. Het
optreden van twee verschillende reeksen tegelijk is onmogelljk,
zodat wij formule (6) kunnen toepassen. Dan blijkt, dat de kans
op het verkrijgen van één van deze reeksen gelljk 1s aan het
rechterlid van (43), maar het 1s tevens de kans om x sSuccessel te

verkrijgen, dus gelijk aan het linkerlid van (13).
Voorbeeld. Voor n.10 en p=04 1is de binomiale verdeling in onder-

gegeverl.

staande tabel en grafiek

Binomiale verdeling voor n=19, P=0,4.

4l
-
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§ 9,10

9. De theoretische wet der grote getallen.

Wij hebben de volledige afleiding van de binomiale verdeling
gegeven, omdat wlj deze later nog zullen gebruiken. Uit deze ver-
deling volgt nu een stelling, die het theoretische analogon van
de experimentele wet der grote getallen is en waarult volgt, dat
wijJ een wh inderdaad, op de basis van het gekozen model, Kunnen
interpreteren als een fq in een lange reeks waarnemingen. Deze
stelling zullen wij, om tijd te sparen, zonder bewljs vermelden.
Stelling 2. Beschouwen wij een reeks van n onafhankeliljke expe-
rimenten, dle leder een kKans p Op Succes bleden, en noemen wilj x

het aantal successen en geven wij het fg van het aantal successen

aan door y:

(14) . 9cﬁg&/ﬂ:

dan bezit y een wh-verdeling, waarvoor geldt:

(15) nLtnon Plly-pl> c]=0

voor iedere c>o0.

Dege stelling wordt de theoretische wet der grote
genoemd en beschrijft julst de experimentele wet der grote
tallen in wh-theoretische terminologie, indien wij aannemen, dat
gebeurtenissen, die een zeer kleine wh bezitten, niet of slechts
zeer zelden optreden., Dit resultaat is, gezlien de wljze, waarop
de aicioma 's der whr aan de experimentele wet der grote getallen
ziin aangepast, allerminst verwonderlijk, maar het is wel ver-
heugend, want het geeft te kennen, dat de gekozen wijze van ma-
thematisch beschrijven van de bedcelde verschi jnselen adaequaat

is,

iy XA

10. Toepassingsprincipe; sSamebva tting.

ande kunnen wij nu dus een statls-

Op grond van het bovensta
nsel, d.1. een verschijnsel, dat aan de

21len voldoet, onderzoeken met behulp van

tisch verschi;
tele wet der grote |
an een afgele
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